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Abstract

　We　construct 　the　optimal 　1−stage 　algorithm 　for　leaming　Oneube
…ab ］，the　set　of　n−dimensional　cubes ［O，　r］

n

such 　that　α 　≦　r ≦　b ．

　That 　is
，
　we 　construct 　the　optimal 　method 　of　sampling 　and 　of 　calculating 　the　hypQthesis　to　learn　that

class ，　and 　show 　that　the　error 　of 　that　optimal 　method 　is （ゲ
ー

an ）／2（m ÷ 1），where 　 m 　 is　the　 number 　of

sample 　points．

↑　 は じ め に

　コ ン ピ ュ
ータ に 人間 と同 じよ うに 抽象概念 の 学習を行 わせ 、そ う して 獲得 した概念 を もと に、人間 と 同 じよ う

な感覚 ・判断能力 を持たせ る こ とを目標 に、そ の 基礎理論 で ある 「学習理 論」 が研究 され て い る 。 （［1］、 ［2］）

　そ の 中で も、様 々 な 概念 を n 次元空間内 の n 次元図形 と して と らえ、そ れ をサ ン プ リ ン グに よ り学習 （推

定）す る こ とに よ り、 人間 に 近 い 感覚 を持っ コ ン ピ ュ
ータを構成 しよ うと い う試 み が な さ れ て い る （［3］、［6］）。

　今回 は 非常 に 単純 な n 次元図形 の 集合 Oncube
［醐 （定義 は 後出） を あ る意 味で 最適 に 学習す るサ ン プ リ ン グ法

を構成 し、そ の ときの 誤差 を求 め る 。

　まず、n 次元図形 の サ ン プ リ ン グ に よ る学習 に っ い て 詳 しく述べ る 。

　これ は 、 学習者 （学習 ア ル ゴ リズ ム ）、4 が、n 次元空 間 X ⊂ 　Rn 内 の n 次元 図形 の 族 0 か ら選 ば れ た未知 の

c ∈ 0 の 形を、サ ン プ リ ン グ に よ り推定す る こ とで あ る。 学習理 論で は、こ の 「推定」を 「学習」 と同
一

視す

る。また、c の こ とを 「概念」、 推定 す べ き図形の 集合 0 の こ とを 「概念 ク ラ ス」 と もよ ぶ 。

　A は cEO で あ る こ とは知識 と して 持 っ て い るが 、 具体的に c が どの よ うな もの か は分か らな い
。

　A は 、
c の 形 を推定す る た め に、任意 の 点 x ∈ X を選 ん で、教師機械 （オ ラ ク ル ）0 か ら x が c の 内部の 点

か 外部 の 点か の 情報、す な わ ち、1c（x ）を得 る こ とが で きる 。

　た だ し、 40 は領域 c 上 の 特性関数 で あ り、Ic（x ）＝0（x ¢ c の 場合），4（x ）＝ 1（x ∈ c の 場合 ）とす る。

　教師機械 0 は、，4 の こ の よ う な質問 を受け る と 、 1 ス テ ッ プで lc（x ）の 値を A に返す。

　A が あ る点 に っ い て lc（x ）の 値を 調 べ る こ と を 「サ ン プ リ ン グ」 と い う 。

　A は未知 の c ∈ 0 を推定す る の に、まず 「許容 サ ン プ ル 数」m ∈ Z＋

を受け 取 り、 m 回 以 内 の 範囲 で 上 記

の 質問 を し、そ れ で 得 た情報 を もと に c を推 定 し、推 定結果 h ∈ 0 を 出力 す る。

　 h は 「仮 説 」 と よば れ るが 、当然 なが ら c に
一

致す る とは 限 らな い
。 そ こ で 、 h と c の 誤 差 は vol ．Ch△ c ）で

計量 さ れ る 。 こ こ で 、ηoらO は n 次元 の 体積、△ は対称差 で あ り、h△ c ＝（h 一の ∪ （c
− h）で あ る。 す な わ ち、

h と c の 誤差 は h と c の 一
致 しな い 部分 の 大 き さ で 計量 され る 。

　 さて、一
般 に A は 「多 ス テ

ージ」 ある こ とが 許 さ れ る 。 「ス テ
ージ」 とは 、 「い くっ か の 点 の サ ン プ リ ン グ と

一一連 の 計 算 」 の 動 作 を意 味 す る。A は 「い くつ か の 点 の サ ン プ リ ン グ を して 、そ れ で 得 た 情報 を も と に 次 に サ

ン プ リ ン グす べ き点 を計算 し、 」次 の ス テ
ージ で 「今計算 に よ っ て 求 め た サ ン プ ル 点 に つ い て サ ン プ リン グ し．．．」

と い う構造 の ア ル ゴ リ ズ ム も当然許 さ れ る 。

ホ
福 島工 業高等 専門 学 校　電気 工 学科 （い わ き市平 lt荒川 字長 尾 30）
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　また、A は一般に は サ
．ン プ ル 点を 決定す る の に 確率現象 を用い る こ とが許さ れ る 。 す な わ ち 、

モ ン テ カ ル ロ

法 の よ うに、X 上 の 点を ラ ン ダ ム に 選 び、サ ン プ ル 点 とす る こ とも許 され る 。

　今回は 1 ス テ ージ の 確率現象を用 い な い ア ル ゴ リ ズ ム の み 考え る こ と とす る。

　 そ うす る と A は

ア ル ゴ リズ ム A

begin

　read （m ）　；

　 fori ：
＝1　 tomdo

　　Xi を決定す る。 ；

　 for　i：＝1　to　m 　　do

　　 θジ
ー4（Xi ）；

　
．
仮説 h の 計算；

　write （h）

end ，

　とい う、単純な構造 を した ア ル ゴ リ ズ ム に な る 。

　そ うす る と、1 ス テージで 確率現象を用い な い ア ル ゴ リズ ム で は 、 許容 サ ン プ ル 数 が m の と きの サ ン プ ル 点

Sm　
＝

［x 且，x2，＿，Xm ］は 学習すべ き概念 c ∈ 0 に よ らず
一

定 で、　m に の み依 存す る 。

　サ ン プ ル 点S濯＝［Xl，x2 ，＿，Xm ］は、　Sm ∈ xm と して お く。 すな わち、　Sm は順序 の っ い た m 組 （m − tuple）

で あ り、重複サ ン プ リ ン グ も許すもの とす る。

　したが っ て 、 1 ス テ
ージ で 確率現象を 用い な い ア ル ゴ リズ ム A は、本質的 に A 　・・（S ，H ）の 組 で 表現 され る。

こ こ で 、 S − （S．i，　S2＿，S．＿）で Sm は 上記 と 同 じ m 個 の サ ン プ ル 点 の m
− tuple で あ る。 ま た 、

丑 ＝（H ，，　H2 ＿，H ．
＿）で あ り、Hm ：S．　x ｛0，1｝

m
→ 0 で あ る。 す な わ ち 、 サ ン プ ル 点 に 関す る 情報 か ら仮説 h

を得る関数で あ る 。

　　S を 「サ ン プ リ ン グ法」、
H を 「仮説関数」 と よぶ こ と に す る 。

　以下 で は 、 学習 ア ル ゴ リズ ム A とい う場合、す べ て 1 ス テ
ージ の 確率現象 を用 い な い ア ル ゴ リ ズ ム で あ る こ

と を仮 定 す る 。

　い ま、ク ラ ス 0 を学習す る 1 ス テ
ージ ア ル ゴ リズ ム A の 誤差、ク ラ ス 0 の 誤差を次 の よ うに 定義す る 。

匚定義 1］　 （A の 誤差、0 の 誤差）

eA （m ）要 sup ｛vol．（A （m ，
　c ）， c）；c ∈ C｝

　　（A （m ，c ） は、概念 c ∈ 0 を ア ル ゴ リズ ム A で 、許容 サ ン プ ル 数 m で 学習 した と きの 仮説 h の こ と と

　　す る。 ）

eo （m ）璽 ‘ガ ｛eA （m ）；A は 0 に対す る学習ア ル ゴ リズ ム ｝

　eA （m ）は A で 概念ク ラ ス 0 を学習 した と きの 最大 （最悪）誤差 で あ り、θ。 （m ）は 、 最良 の ア ル ゴ V ズ ム で

0 を学習 した と き の 最大誤差で あ る。（正 確 に は 、 これ らは 「誤 差 の上 限」 で あ る が 、今後 は 最大誤差 と よ ぶ こ

と に す る 。） した が って 、
．eb
’
（m ）は、どの よ うな良 い ア ル ゴ リズ ム で こ の ク ラ ス を学習 して も、 ど う して も避 け

得な い 0 の 構造 の 複雑 さに 起因す る量 で あ り、0 の 学習 しに くさ を表す もの と な っ て い る。

　通常 は 、 eo （m ）は 明確 に は な らな い 。

　例 え ば、 こ れ まで 、X ＝［O．　1］n
内 の 軸平行 な n 次元長 方 形 （0 ＝0 。1 ＝ ｛¢

＝［a1 ，b，］× ［a2 ，b2］× ＿

× ［an ，b。
］；0 ≦ ai　S 　bi≦ 1，i ＝1，2，＿，n ｝）の 学習 に つ い て は、 1 ス テ

ージ の もの
、 2 ス テ

ージ の も の
、 確率

現象を 用い た もの な ど様 々 な ア ル ゴ リズ ム が 構成 され て い るが （［3］，［4］，匚5］，［6］）、こ の よ うな 比較的簡単 な

構 造 を した概 念 ク ラ ス で さ え、eo （m ）、また そ の 最適サ ン プ リ ン グ法な ど は 明確 に な っ て い な い。

　 eo （m ）は 「どの よ うな ア ル ゴ リズ ム を もって きて もこ れ 以上の 誤差が 出 る こ と、か つ 、適当 な ア ル ゴ リズ ム
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図 1　0ncube
匚qb ］

の 例 （n ＝＝　2）

を もっ て くれ ば こ れ以内 の 最大誤差 で 学習 で きる」 こ とを示 さ な くて は な らな い た め 、 こ れ を求め る の が非常に

困難だ か らで あ る。

　普通 は 、 効率の よ い学習 ア ル ゴ リズ ム 4 を構成す る こ とに よ り、（eo （m ）≦ e
”（m ）で ある か ら）eo （m ）の 上

界を 求め 、ま た 数学的議論 に よ り、そ の 下界 を求 め、で き る だ け シ ャ
ープ に eo （m ）を評価 す る こ とに な る。

　さ て、本論文 の 目的は 0
。 ，

の 非常に 単純な部分 ク ラ ス Oncube［qb ］
璽 ｛［0，　r ］n ；a ≦ r ≦ b｝に っ い て 、最適 な 1

ス テ
ージ の 確率現象を用 い な い ア ル ゴ リズ ム を構成す る こ と、すな わち最適 な サ ン プ リ ン グ法、仮説計算法を 与

え る こ と で あ る。（Oncube匚ab ］
は 原点を 含む n 次元立 方体 の 集合 とい う非常に 単純な ク ラ ス で あ る （図 1））。

　また そ うす る と、 同時 に eo ．。．、、［ab ］
（m ）が 明確 に な る 。

　 こ こ ま で 単純 な ク ラ ス に な る と、少 々 の 解析 に よ り最適な サ ン プ リ ン グ法、お よ び、e
。（m ）が 求 め られ る と

い う こ とに な る。

　以 下、2 で は、サ ン プ リ ン グの 同等性に つ い て 述 べ る 。 こ れ は 、 3で 、 0 。。ube 匚qb ］に 対する最適な サ ン プ リ ン グ

法 を構成す るが 、 構成 す る際の 単純化 に 用 い られ る。

　 3で は、最適 な A ＝（S，H ）を構成 し、

　　　e
・．．、、、。、，

（・ ）一
、謡 ，

・ あ ・ ・ と を示・ ・

2　 サ ン プ リ ン グ法 の 同等性

　 n 次元 空 間 X ⊂ Rn 中 の 概念 ク ラ ス 0 ⊂ 2x を 考 え る 。 0 を 学 習す る た め の サ ン プ リ ン グ 法 S ＝

（SvS 》 ．．．，Sm ＿）とS
’＝（sl，　sS ＿，S品＿）が 同等で あ る と は次の こ と とす る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 def
匚定義 2 ］　（サ ン プ リ ン グの 同 等性）S と S

’

が 同等 ⇔

∀ m ∈ Z ＋

，ヨfm：xm →xm ，ヨ σm ： ｛1，2，＿，m ｝→ ｛1，2，．．．，m ｝（σm ：1− 1，上 へ の 写像 （i．　e　Om は置 換））；

fm（Xl，＿，Xm ）＝（窮（x1 ），．．．，謬 （Xm ））篇［鴎（D，＿，x ；（m ）］
二

σ．（SA）で あ り、か つ

∀ c ∈ 0，Ic（Xi）＝Ic（fA（Xi ））（i ＝1
，
2，＿m ）

　定義 よ り、（∀ m 　E 　Z
“’
，fA（Xi）＝Xiとす れ ば ）順序が 異な り同 じ m 個 の 点 か ら な る m

− tuple （for ∀ m ） の

サ ン プ リ ン グ法 は互 い に 同等で あ る 。

　ま た、サ ン プ リン グの 同等性を直観的 に 理解す るた め に 、次 の 例 を あげ る 。

　まず、c（r）を P （0，0）を中 心 とす る半 径 r の 円 とす る。

　X ＝c （1）と し、 02SPhe，e 一｛c （r ）； c （r ）（0 ≦ r ≦ 1）｝を考 え る （図 2）。

　い ま 1）（〔｝．　O）始点 と す る 半直線 ム を考 え、サ ン プ ル 点 の 集合 Sm　
＝［Xl ．＿，Xm ］の Xi （i＝1，2，＿m ）に 対 し、　 Xi

を そ の 円周 に 持 つ 、P を 中心 と す る 円 と L の 交点 を xl ＝fA（Xi ）と す る 写 像 fmを と る 。

　そ うす る と、∀ c ∈ 02SPha，e に対 し、　Ic（Xi ）・・
　lc（xl ）が 成 り立 ち、こ れ に よ り同等 の サ ン プ リ ン グ 法が 得 られ
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図 2 ： 0aSPhev

る。 （こ の 場合 σ 3 は恒等置換 とする 。 ）

　さ て 、 図 2 の c を学習す る 際 に は、どち らの サ ン プ リン グで も同 じ情報 しか得 られ な い
。 例え ば 図 の 場合、

Ic（xl ）＝1，　lc（x2 ）＝O，　1．（x3）一・O とい う情報 か ら も、　Ic（xZ ）＝1，　lc（xl ）＝O，　1．（xl ）＝0 と い う情報か ら も 、 学

習すべ き c （r ）は、PXi ≦ r ≦ Px2 とい うこ と しか 分か らない か らで あ る 。

　こ の よ うに、同等 なサ ン プ リン グ法 と はs どち らの サ ン プ リン グ法 で点を 調べ て も、 未知 の o ∈ 0 を推定す

る た めの情報と して は全く同じとい うこ とで あ る 。

　S ≠ S
’

か っ 、こ れ らが 同等 な サ ン プ リ ン グ で ある 、 と い うよ う な こ とが 起 こ り うる の は、0 が非常 に 単純 な

構造を して い る場合の み で あ る。

　例え ば 、 02i（［O，1］
2

内の 長方形 の 集合） とい う比 較的単純 な構造 の ク ラ ス で も、
　S ≠ S

’
か つ 同等 な サ ン プ リ

ン グ法 とい う もの は存在し得 な い 。

　さ て、同等 な サ ン プ リン グ法 が存 在 した場合、そ れ らは、学習の 上で は全 く同 じ情報 しか 与え な い と い う こ と

は ほ とん ど直観的に 明 らか で は ある が、こ こで こ の 事実を証明 して お く。

［補題 1］　S とS
’
は同等なサ ン プ リン グ法 とする 。 A ＝（S，　H ）を 0 の 学習 ア ル ゴ リズ ム とす る。 こ の とき 、

ヨ〆評
’ ＝（s

’

，H
’

）∫
．
eA ’（2η ）＝θA （m ）

＜証明＞　Sm ＝［X1 ，X2 ，＿，Xm ］、SA ＝ ［X ；，xl，＿，xA ］（fA（Xi ）＝xi ）と し、

　H ＝ （H ，，　H ，
．．．，H ．

＿）で Hm ＝Hm （Xl ，＿，Xm ，lc（X 且），．．．lc（Xm ））∈ 0 とす る 。

　A
’
　一＝（S

’
，H

’
） の H

’
　＝＝（H ，Z　H ，

’

i，＿，Hh ＿）を 次の よ うにす る。

　罵 ＝罵 （xC，＿，X 窺，lc（X ；），
．．．

，
lc（鴎））＝　llm（Xl ，＿，Xm ，lc（X 正），＿，lc（Xm ）とすれ ば 、 どの よ うな C ∈ 0 を学習す

る と き で もsA
’

は A と全 く同じ仮説 を 出力す る。　 　　　
℃

　こ れ に よ り、 A と全 く同
一の 誤差の 学習 ア ル ゴ リズ ム At が得られ る 。

．こ こ で は、サ ン プ リン グ法と、 そ れ か

ら得 られる情報か ら仮説を出力す る関数関係に の み 着目し、xl か ら Xi の対応 の 計算や Hm 、ffAの 計算の 計算量

は考慮 しな い こ と に 注意 す る 。 　 口 （補題 1）

　次 に、0
。。ub 。Eqb］と い うク ラ ス は非常に単純な 構造で あり、任意 の サ ン プ リン グ法 S に 対 して 、

　 S ≠ S
’
かっ S

に同等な サ ン プ リ ン グ法S’

が 存在す る こ とを示す。

［補題 2］　 0
。。ube ［。 ゆ］を学習する た め の、任意 の サ ン プ リ ン グ法 、　S　＝＝（Si，　S，

．．．，S ．
．．．）を考 え る。

　n 次元空間内の 座標軸 Xl 上 の 区 間 ［0，1］を L1 とす る 。 す なわ ち、

　Ll＝｛x ＝（Xl ，
　O，

　O， ＿，0）；0 ∠　x
，
∠ 1｝とす る 。

　こ の と き、

　 ∀ s，ヨs
’＝（si，　ss　．．，　s；．＿）∫
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〔1｝ Sk ＝［xl ，＿，xL ］とす る と、　 x；∈i　Li（i＝1，2，＿，m 　for∀ m ）

  　S と S’

は同等 な サ ン プ リン グ 法

〈証 明〉　任意の m ∈ Z
＋

を と り、 Sm ＝ ［Xl，＿，Xnt コ

　 Xi ＝（Xi 、，Xi2，＿，Xin）（i＝1，2，＿，m ）とす る 。

　い ま、 f （Xi）
＝（max ｛Xil ，

τ i2，
＿，Xin ｝，O，　O，＿，O）∈ L

，
＝xl とす る と 、

　 ∀ 〇
二［O，rユ

”

∈ 0   頗 妙 〕（i．e．∀c ＝［O，r］n
，　a ≦ r ≦ b），

（DIc （Xi ）＝・1⇒ ∀ゴ（ゴ富1，2，．．．n ），0 ≦ 鞠 ≦ r

　　　　⇒ 0 ≦ max ｛x ‘。
Xi2，＿，Xin ｝≦ r

　　　　⇒ x ；∈ c − ［O，　r ］
”
⇒ lc（xl ）− 1

　（2）　Ic（Xi ）＝0⇒ ヨ ゴ（」
＝1，2，．．．n ）； r 〈 Xij

　　　　⇒ r ≦ max ｛Xi 且，x 、2，＿，x ‘。｝

　　　　⇒ x 鮭 c − ［O，r］
”
⇒ lc（x ；）− 0

　　した が っ て 、 ∀c ∈ 0
。 。ube ［qb ｝，Ic（Xi）＝Jc（fj（Xi ））（i ＝1，2，＿，m ）　囗 （補題 2）

　補題 1、 補題 2 に よ り、0 。。ube 匚qb ］
の 最良 の 学習 ア ル ゴ リ ズ ム を考え る際に は、サ ン プ ル 点をL

，上、すな わ ち、

一
っ の 座標軸上 の サ ン プ リン グ法 に 限 っ て 考 えて もよい こ とが保証 され る。

3　 0
。 。、b。［a，b］ に対する最適な 1ス テ

ージ ア ル ゴ リズム の搆成

　次元 n が 大 き くな る と、n 次元図形の 質量 は表 面 に 集中す る。な ぜ な ら、∀ △ ＞ 0 に 対 し、

　 vol ．（［O，　r ］
n
）＝r

”
，　voln（［O，　r− △］

n
）＝（r

−
△）

n
から、

eim （r
− △

　．n
）1 − 　lim （1− A ）

n ・＝・
　 n→DO 　　　 γ　　　　　　 n−− oa 　　　　 r

　　　　rn
−

（r
−

△）
π

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝1　 Eim 　　　　n
　 n→co 　　　　 r

　 が 言 え る か らで あ る 。

　こ の こ と に よ り、Oncube［ab ］
の 学習を効率 よ く行 うに は 、 ［0，1コ

”
内 に 均等に サ ン プ ル 点 を と る よ り は 、

o ＝ ［O，r］n

の r の 少 しの 違 い で 誤差 が大き くな る ［0，1］
n

の 表面付近を細 か く調 べ た方 が よ い と い う こ とが 直観

的 に分 か る。

　以 下 で 、 最適 ア ル ゴ リズ ム 4 ＝（S，H ）を 構成す る 。

　まず次の 2 つ の 補題を用意す る。

［補題 3］　区間 ［a，b］上 で定義 され る連続関数∫（x ），g（x ）が あ り、 f（x ）は単調増大、
　g（x ）は単調減少とす る。

か っ 、点 x
。
（α ≦ x

。
≦ の で f（Xo ）＝g（Xo）とす る 。

　こ の 区間 ［a，b］で 、
　max ｛ノ（x ），g（x ）｝を最小 に す る x （a ≦ x ≦ b）は 、　X ＝

　xo で あ る 。

〈証 明〉　ほ とん ど明 らか で あ る 。 口 （補題 3）

匚補題 4 ］ 学習す べ き概 念 が c ＝［O，r ］
n

∈ 0 ．。be匚qb ］
で あ る 場合、こ こ で サ ン プ リ ン グせ ず に （te　m ＝ 0個の

サ ン プ リン グで ）仮説を 出す とすれ ば 、 最適 な仮説 は

　 　 　 　 　 　 an 十 bn
　　　　　　　　　）

1／n

］
n

で あ る D　　 h ＝［O，（
　 　 　 　 　 　 　 2

＜証 明＞　 h ＝［0，y］
n

とす る。

　 c ＝〔O，r ］
π

が 0
剛 わ。 匚qb ）を 動 い た と き 、 そ れ を 学習す る場合の 最 大誤 差を最小に す れ ば よ い 。

　すな わ ち、sup ｛vol 。 （h△ c ）； c ∈ Oncube［e．b］｝を最小 に す る y を求めれ ば よ い
。
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a ≦ y ≦ b の 場合 学習す べ きc　 ＝＝ ［O，r］
”

は、
　a ≦ r ≦ b を と り得 るが、

α ≦ γ ≦ y ⇒ voln （h△c）一ガ
ー

7
”

y ≦ r ≦ b⇒ voln （h△ c ）＝rf
−
yn

した が っ て、y を固定 した と きの 最大誤差 は max ｛ガ
ー

a
”

，　b” − gn｝とな る。

上 記 の 補題 3 よ り、最大誤差を最小 にす る y は 、 ガ
ーan ＝b”− yn の 関係か ら求 め られ る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 an 十ゲ
　　　　　　　　　　　　　　）

lfn
とな る 。　　　 こ れ よ り、 y ＝（

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

  　g ＜ α ある い は b く y の 場合　すで に c ＝［O，r ］
n

で、α ≦ r ≦ b で あ る こ と は 分 か っ て い るか ら 、 仮説

　　h ＝［O，y］
”

で y 〈 α あ る い は b ＜ y とす る こ とは い わゆ る 「仮定 に矛盾した仮説」 で あ る 。 しか し、一

　　般的 に は 矛盾 した 仮説を出力す る こ と も許 され る。

　　しか し、 y 〈 a の 場合 、 最大誤差 は bn一ガ 〉 ゲー♂ で あ り、
　b 〈 y の 場合 は 最大誤差 は y

” −
an ＞ ゲー

α
”

　　で ある。

　　α ≦ y ≦ b で は   ｛yn− an ，
　b” − yn｝≦ （bn− an ）で あ るか ら、

　　い ず れ も 、 上記（1）の 最大誤差 を超 え て しま う。

　　当然の 結果で はあ るが 、 最大誤差 を最小 に する際 に は、仮定 に矛盾した仮説は考え な くて もよ い 。

・1x・・… … ギ ・
Vn

・ 仮説… 大議 最小 に し… と き・ 誤 差 ・、写 ・な ・．

〈注〉 ・ れ は ・ ・ 蜘 一・ ・ 駘 ・ ・ …
。n。、、b、、。 、］

（・）一

ゲ

i
〆

・ … と が示 ・ れ ・ ・ と ・ な ・ ．

3 ．1　 m ＝ 1 の場合

　上記 の 補題 4 は、い わ ば、m ＝ 0 の 場合 の 最適 な ア ル ゴ 1丿ズ ム で あ っ た 。
こ こ で は m ＝1 の 場合 の 最適 な ア

ル ゴ リズ ム 、すな わち、m − 1の ときの サ ン プ リ ン グ法と仮説計算法を構成す る。

　m ＝1 個の サ ン プル 点 Xl ＝（z，O，＿，0）を と っ た もの とす る。 しば ら くa を 固定 して 考え る。

　こ の z で あ るが 、 補題 4   と同様 に α ≦ g ≦ b の 場合 の み考 え れ ば十分で あ る 。 （以 下、無駄 な 矛盾す る サ ン

プ ＞V点、仮説 に っ い て は、煩 わ しさ を な くす る た め特 に 言及 しな い こ と とす る
。 ）

　補題 4 に よ り、 Ic（x ）＝0 の 場合、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　a
π
十zn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　）
】tn
］
n
と し、　　Ic（x ）＝0の 場合 、

　h ＝
［0，（

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　　　　　　　　　　zn 十 ゲ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　）

l／n

］
n

とす るの が 、 最適 な 仮説 で あ る
。　　Ic（x ）＝1の 場合、　h ＝［0，（

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　 こ の ア ル ゴ リズ ム の A の 最大誤差 は、

　　… ｛
忽
π一

α
銀

ヴ − zn

2 ’
2

｝… 。

これ を最小 にす る z は、補題 3 に よ り、

　　望 一箏 ・ … 一鴫
ゲ

）
・・

で ・・ ．

以上 を ま と あ る と、m ＝1 の と き、 0
。，。be［4 　b］を学習す る最良 の ア ル ゴ リズ ム は、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 an 十 ゲ
　　　　　　　　　　　　　）

Vn
，O，＿，0）で、仮説計算法 は、補題 4 よ り、　サ ン プ ル 点 Xl　

＝ （（
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3an十 bn
　　　　　　　　　　　　　　　　　　）

1／n
］
n

　Ic（Xl ）＝0 の と き は h ＝［O，（
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4

　　　　　　　　　　　　　　 an 十 3ゲ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　）

1／n
］

n

　Ic（x
且）
＝1 の と きは h ＝［0，（

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゲー
an

　　そ の と きの 最大誤 tf：　eA （1）は eA （1）＝一
万
一一 とな る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 bn− an

　　　　こ れ は す なわ ち ・ ec．，．be匚副
（1）＝．　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 で あ る こ とが 示 された こ と に な る 。

3，2　 m ＝ 2 の場合

　サ ン プル 点を x1 扉（Zl，O，＿，O）、x2 ＝（z2，0，＿，O）（Zl 〈 z2 ）とす る。

　い ま、al を固定 し て お く。補題 4 に よ り、

11・　 ・e （Xl ）一・ ・ と き、h − ［躍 者
97

）吻
・

・皸 ・ 鷹 灘 ・ …

　　　　　　　　　　　　　 イ
ー

an
　 　 　そ の と き の 最 大 誤 差 は、　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 で あ る。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　  　Ic（x1 ）＝1 の 場合、0。。。b。1。、，　b ］
の 学習 と な り、m ＝1 の 場合に帰着 され る。そ して こ の 場合、

　　　・，

一晦
ゲ

陛 し・ ・

　　　（・
− 1）・c （・ 1）

− 1，4（・
，）

一・ ・ と き、h ・　 ［・，（讐
ゲ

）
1／n

］
n − ・・，（

9

解 ）
lfn
］

・

　　　（・
一

・）・c （x1 ）− 1，・c （・、
）＝・　 1 の と き、・一［・6 響・

）
1・

］
n − ・・，（

竃

結
ゲ

）
1・

］
・

　　　・す … 皸 ・ 鷹 ＋算法 … 、・ ・ 謙 ・、告輻 …

　　　・た が ・ て、・ ・ x ｛
9 ：
−

an ゲー
97

2
’

4
｝… ，

を 固定 ・… を皺 ・ し・

　最良 の 仮説 を 出力 した と きの 最大誤 差 で あ る。

　　こ れ を最小 に す るに は 、 補題 3 よ り、

　　　
尾

  些 翆 ・ ・求 ・ ・れ ・ ・ す な わち… r− ・a
・ − bn− ・：…

　　　z ］

一（
2an十 bn

　　　3
）
’fn

また ・ の と き・

　　　・ ，

一・讐
＋ ゲ

匹 ・
2・

”

＋

誓
＋鋤

）
1・ 一・

〃

竜
2
辱

　以上をまとめ る と、m ＝2の と き Oncube匚qb ］を学習す る最良の ア ル ゴ リズ ム
、 す な わ ち 、 サ ン プ リ ン グ 法 と仮

説計算法 は 、

　　　・ ・ プ・ 点 Xl ・
・＝（

　2an十 ゲ
（　3

）
’f・
，・，…，・）

　　　・ ・ プ ・噂 ・
，
一（（艦

2ゲ
）
Vn
，O，…，・）・ ・蠍 計 難 ・・黼 ・ よ ・・

　　　・c （Xl）
一・・ と き は ・ 一［・，（鴨

ゲ
・）

lf・
・
n

　　　・c・x1 ）− L 　lc・・
，）

一… き は h −
・・．（

3♂

吉
3ゲ

）
1・n

・
n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 an 十 5ゲ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ）吻

”
Ic（x1 ）＝1，lc（x2 ）＝1 の と き は h ＝［0，（
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 6

が 最 良で あ り、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゲ
ー
an

そ の と きの 最大誤差 e
” （2） は ek （2）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

一
と な る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 6

　　・ れ …
。＿

（・）一ゲ

評 ・ … と・ 示 ・れ ・ ・ と ・ な ・・
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大槻 ：原点 を含む n 次元立方体の ク ラス の最適 1ス テ
ージ学習 ア ル ゴ リズム

3．3　一般のm の場合

　3．2 と全 く同様 に （正 確に は、m に 関す る 数学的帰 納法 に よ り）、 次 の 定理 が導 け る 。

［定理 1］ 許容サ ン プ ル 数が m の と き、 0
。。ube 匚qb ］

を 学習す る最良の 1 ス テージ の ア ル ゴ リズ ム は 次 の と お りで

あ る 。

　サ ン プ ル 点は 、

　　　　　　　man 十 ゲ
　　　　　　　　　　　）

Vn
，O，＿，0）　　　 Xl ＝（（

　　 　 　　 　 　　m 十1

・
、

一（
（m

− k十 1）an 十 kbn
（
　 　　 　 m 十 1

）
1
舵・．，．，・）（H ，2，．，・ ）

　　　・ m
− （

（an ＋ mbn
（
　　m 十 1

）
・f・

，・，．，・）

　　　こ こ で ・ … （
（m

一
κ

群
＋
蜀 ・

とす ・。

　　最良の 仮説計算法は 、

　　　・・（・
・）　

＝：・・ と き は h −
・… 勢

7
）

1／
… 　一 … （

（2m 十 1）an
一
トbn

　 2（m ＋ 1）
）
11n
・
n

　　　Ic（Xk −1）＝Llc（Xk ）＝0（k ＝2，3，．．．m ）の と き は 、

　　　h　＝＝［
　　　z鴛一1＋  O，（
　　　　　　2

）
1／n

］
n 一匚・・（

（2m − 2

讐黠12髭
一1）bn

）
1／・

］
n

　　　・
c ・… − 1 ・ と き は h − ・… 誓

ゲ
）吻

・一・・畷 i鵠蜀 ・

・

　　　・ ・て そ ・ と き ・ ・大誤差 ・ … （・ ）・・＝　・
・．．、、、。、1（m ）・＃

、1舞1）・な ・ ・

＜証明＞　 m に 関す る数学的帰 納法 に よ る。　口 （定理 1）

　定理 の 与 え る Omube
［o．　j］ を学習す るた め の 最良 の サ ン プ ル 点と最良 の 仮説 を 与え る点　（h ＝［0，　r］

n
の r）を、

い くっ か の n に つ い て 図示す る と図 3の よ うに な る 。 （図の 「× 」 が サ ン プ ル 点 、 「1」 が 仮説 を与 え る点で あ

る 。）

　予想通 り、最適 なサ ン プル 点 は、次元 n が 上が る に したが っ て 、 ［0，1］
n

の 表面近 くに 集中す る こ と が分 か る 。

3．4　必ず h ⊂ c となる場合の サ ン プ ル点

　学習ア ル ゴ リズム で は、 どの よ うな c を学習する場合で も仮説 h が 、 h ⊂ c とな る こ とが 要求され る場合が あ る。

　こ の 場合 も上記 定理 と全 く同様 に 考 え て 、 次 の 定理 が 成 り立っ 。

図 3　 0。。．be匚o．1］ を学習す る ため の

　 　 　最適 サ ン プ ル 点 と仮説点
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［定理 2］ 許容 サ ン プ ル 数 が m の と き 、 0 ．。。be［ab ］を学習す る最 良 の 1 ス テージの ア ル ゴ リズ ム は次 の と お りで

あ る 。 （た だ し、 ∀ c ∈ 0
。，wbe ：ab ］，h ⊂ c な る 仮説 ぬ を 出力す る もの とす る 。）

　サ ン プ ル 点 は、定理 1 と全 く同 じ く、

　　　・ k
− （（

（m
一

禦ゼ
＋ kbn

）
lin

，o，…，・）（・ − 1，・．・・，m ）

こ こ で 、趣
（m

− k十 1）an 十 kbn
　　　 ml

−1
）
Vn

とす る と顳 ・ 仮説計勦 ・・

Ic（x1 ）
＝0 の と きは h ・r．［O，　a ］

n

Ic（x κ L）
＝Lic（x

κ）
＝0（k ＝1，2，＿，m ）の と きは、

h ＝［O．z κ 1］
n

I。．（Xm ）＝1 の と きは、　h ＝［0，傷 ］
n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゲー．．−an
そ して そ の と きの 最大誤差 は ・ e

・
・（m ）r 解 ＋ 1）

とな る ・

〈証明＞　 m に 関 す る数学的帰納法 に よ る。　口 （定理 2 ）

　こ の よ うに 、「必ず、学習すべ き概念 に 含 まれ る 仮説を 出力す る」 と い う条件を つ けた 場合 は、サ ン プ ル 点 は

こ の 条件をつ けな い 場合 の 最適 な サ ン プル 点 と同 じで 、 仮説計算法 は 「サ ン プ ル に よ り得 られた 情報 に 無矛盾 な

最小 の n 次 元立 方 体 とす る」 に な り、そ の 最大誤差 は、こ の 条件 を っ けな い 場合 の 2倍 とな る こ と が分か っ た 。

4　 結言および今後の課題

　Ormbe
匚ab ］

とい う非常 に 単純 な ク ラ ス を サ ン プ 1丿ン グに よ る学習す る、最良 の、確率現象 を 用 い な い 1 ス テ
ー

ジ ァ ル ゴ リ ズ ム A を構成し、そ の 誤 差 eA （m ）を求 め た。そ して そ れ は、0
。。ube 匚妙 ≡

の 構造 の 複雑 さ （学習 しに く

さ）を表す eOnoube
「
　　（m¢b〕

）で もあ る 。

　今後 の 課題 と して 、次 の こ とが あ げ られ る。

（1＞ こ れ を 応用 して、よ い 0
。 1 （n 次元長方形 の 集合）の 1 ス テ

ージ 学 習 ア ル ゴ リズ ム を 構成す る こ と。

　　例 え ば 、 021の 1 ス テ
ージ ア ル ゴ リズ ム で は、eA （m ）＝0（1／m2f3 ）の もの が 知 られて い る （［4］） が、こ

　　 れ よ り も誤 差 の 小 さ い 1 ス テ ージ ア ル ゴ リ ズ ム を 構成す る こ と 。

  　例 え ば、0 。SPh。，e　9t　｛c （r ）；c （r） は原点 を 中心 とす る n 次元球の 集合 0 ≦ r ≦ 1｝（ただ し、学習領域 X は、

　　X ＝c（1））とい う ク ラ ス も、こ こ の 議論 と 同様 に 最良の 1 ス テ
ー

ジ ア ル ゴ リズ ム が 構成 で き る。こ こ で

　　の 最良 ア ル ゴ リズ ム が適用 で きる 概念 ク ラ ス の 性質を 明 らか に す る こ と。
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